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Objetivos do curso

Ver rapidamente conceitos classicos de teoria de ML
PAC-Learning, VC-dimension, online learning, boosting, bandits

Escolha de topicos muito viesada para meus interesses de pesquisa

Cobrir ferramentas uteis para pesquisa tedrica em ML e algoritmos

Concentragao, otimizagao convexa, estimadores nao-viesados de gradientes

Achar outras pessoas interessadas nesses assuntos (&
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Questoes Logisticas

e Website do curso (slides, listas, e leituras recomendadas): ime.usp.br/~victorsp/mac5005

e Uma lista por semana

= Entrega 14h da segunda-feira seguinte

e Tentem usar o Moodle para o perguntas

= Figuem a vontade para me mandar e-mails também



Statistical Learning e
Online Learning



Aprendendo a Detectar Spam

A partir de exemplos, queremos “aprender” a classificar e-mails de SPAM
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Aprendendo a Detectar Spam

A partir de exemplos, queremos “aprender” a classificar e-mails de SPAM

Como modelar esse tarefa matematicamente?

¢ Qual a nossa medida de sucesso?
e Qual a fonte dos dados?

e Quando aprendizado é possivel?
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Spam via Statistical Learning

Aprendizado Estatistico é um dos mais classicos arcaboucos teoricos de ML.

No Exemplo de Spam: Lonlba, b ros, 7 Dpann

e Existe uma distribuicao D desconhecida sob pares E-mails x Rotulo de Spam

e Um conjunto de treino S com m exemplos independentes e identicamente distribuidos (iid):

S = ((Xlayl)’ T (Xm’ym)) ~ D™
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Spam via Statistical Learning

Aprendizado Estatistico é um dos mais classicos arcaboucos teoricos de ML.

No Exemplo de Spam:

e Existe uma distribuicao D desconhecida sob pares E-mails x Rotulo de Spam

e Um conjunto de treino S com m exemplos independentes e identicamente distribuidos (iid):

S = ((Xlayl)’ T (Xms.ym)) ~ D™

Queremos achar h: X — Y que tenha a maior chance de acertar em exemplos novos de D:

P[h(x) # y] mais baixo possivel onde (x,y) ~ D
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Spam via Statistical Learning

Aprendizado Estatistico é um dos mais classicos arcaboucos teoricos de ML.

No Exemplo de Spam:

e Existe uma distribuicao D desconhecida sob pares E-mails x Rotulo de Spam

e Um conjunto de treino S com m exemplos independentes e identicamente distribuidos (iid):

S = ((Xlayl)’ T (Xms.ym)) ~ D™

Queremos acharh: X - Y que tenha a maior chance de acertar em exemplos novos de D:

P[h(x) # y] mais baixo possivel onde (x,y) ~ D

A chave aqui € a hipotese de que S é gerado I.I.D.
Realista para deteccao de spam?

Distribuicao igual para novos exemplos?
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Spam via Online Learning

A hipotese de dados I.1.D. é muito forte.
Em Online Learning temos o extremo oposto: nao assumindo nada sobre os dados.

Os dados podem até mesmo serem adversariais!

No Exemplo de Spam:

Os exemplos chegam para o algoritmo de forma online. Na rodada t, temos:

e A“Natureza/Adversario” mostra um e-mail x, sem o rotulo
e O algoritmo prediz se x, € ou ndo SPAM

e A“Natureza/Adversario” revela o rotulo real y,
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Spam via Online Learning

A hipotese de dados I.1.D. é muito forte.
Em Online Learning temos o extremo oposto: nao assumindo nada sobre os dados.

Os dados podem até mesmo serem adversariais!

No Exemplo de Spam:

Os exemplos chegam para o algoritmo de forma online. Na rodada t, temos:

e A“Natureza/Adversario” mostra um e-mail x, sem o rotulo
e O algoritmo prediz se x, € ou ndo SPAM

e A“Natureza/Adversario” revela o rotulo real y,

O que seria um bom algoritmo nesse caso?
Com dados adversariais, o nUmero de erros nao ¢ informativo

Veremos que podemos conseguir poucos erros comparado com um 6timo offline restrito

7.4



Porque Online Learning?

Sem Hipoteses sobre os dados: nao assumimos nada sobre a origem dos dados

Menos hipoteses fazem com que tenhamos garantias em diversos cenarios

Ferramenta para outras areas: muito usado como ferramento em TCS, otimizacao, etc;

Mas tenha em mente: mais hipoteses talvez gerassem resultados mais fortes



Fundamentos de
Statistical Learning



Notacao e Terminologia

d d
ZQJlK IR
Conjunto de atributos X e rétulos' )

Hipotese i : X — )V (o que queremos aprender)

Funcao de custo £ : y*’x(Xxy)rR QCK (% a))
_.7>/

Exemplos
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Notacao e Terminologia

Conjunto de atributos X e rotulos Y
Hipotese h: X — Y (o que queremos aprender)

Funcdo decusto £: YX x (X xY) - R

Exemplos

<

Classificacao binéria:&Y = {0, 1} e &(h, (x, ) = 1[h(x) # y]

—

Usaremos esse cenario durante o resto da aula
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Notacao e Terminologia

Conjunto de atributos X e rotulos Y
Hipotese h: X — Y (o que queremos aprender)

Funcdodecusto £: YX x (X xY) - R

Exemplos

Classificacao binaria: Y = {0, 1} e #(h, (x, y)) = 1[h(x) # y]

Usaremos esse cenario durante o resto da aula

&C)Q -~ 09

Classificacao “aleatorizada”: Y = [0, 1] e\lZ(h, (x,y)) = Entropia Cruzada/

Regressdo: Y =R
—_—
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o oh, (x,¥)) = (h(x) - y)*
. bh, (%) = |h00) -y |8



Dados IID e Erro de Generalizacao

Umas das hipoteses mais fortes que fazemos em aprendizado estatistico é que os dados de treino

Assumimos que os exemplos de treino

S = ((xla yl)a ’(xm9 ym))

sao gerados de forma independente e identicamente distribuidos (IID) de uma distribuicao
D sob X X Y desconhecida.
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Dados IID e Erro de Generalizacao

Umas das hipoteses mais fortes que fazemos em aprendizado estatistico é que os dados de treino

Assumimos que os exemplos de treino
S - ((Xl’yl)’ te (Xm’ym))

sao gerados de forma independente e identicamente distribuidos (IID) de uma distribuicao D
sob X x Y desconhecida.

Queremos que h: X — Y performe bem em novos dados de D

O erro de generalizag‘z?\o ou risco d@x — Y édado por
Lp(h):= WM onde (x,y) ~ D
- Cx i) 1
| Ny |




Dados IID e Erro de Generalizacao

Umas das hipoteses mais fortes que fazemos em aprendizado estatistico é que os dados de treino

Assumimos que os exemplos de treino
S - ((Xl’yl)’ te (Xm’ym))

sao gerados de forma independente e identicamente distribuidos (IID) de uma distribuicao D
sob X x Y desconhecida.

Queremos que h: X — Y performe bem em novos dados de D

O erro de generalizagcao ouriscode h: X — Y é dado por

Lp(h):=E[é(x,y)] onde (x,y) ~D
_ LR #y) +0. ([,

Note que para classificacao binaria, temos que / 5)

L(h) = E[1[h(x) # y]] = P[h(x) # y].




Exemplo - Classificagcao com retangulos

A ® O
O
O
O O ,
e ® R
O
® R
O

Figura 2.1 do livro MRT

X=R> Y={01}

H = {]a,b] X|c,d]:a,b,c,d € R}
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Exemplo - Classificacao com hiperplanos

X=RY Y=1{01)

H = {x  sign({w, x) + p): w € R?, § € R}
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Minimizando Risco Empirico (ERM)

O algoritmo mais intuitivo € escolher uma hipotese com erro minimo nos dados de treino

O risco empirico ou erro de treino de h: X — Y é dado por
Lsthy = =Y £0h. g )
s(h) = — 2, X %)

S= (G, o) Gim i)
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Minimizando Risco Empirico (ERM)

O algoritmo mais intuitivo € escolher uma hipotese com erro minimo nos dados de treino

O risco empirico ou erro de treinode h: X - Y é dado por

m

1
Lg(h):= ), &(h, (x,y))

W=y

Problema Existem funcdes h que sao claramente ruins
Exemplo: Predizer h(x;) = y; e h(x) = 0 caso contrario

O “No Free Lunch Theorem” também diz que precisamos de mais hipdteses
—_
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Minimizando Risco Empirico (ERM)

O algoritmo mais intuitivo € escolher uma hipotese com erro minimo nos dados de treino

O risco empirico ou erro de treinode h: X - Y é dado por

Problema Existem funcdes h que sao claramente ruins
Exemplo: Predizer h(x;) = y; e h(x) = 0 caso contrario

O “No Free Lunch Theorem” também diz que precisamos de mais hipdteses

Solucao: Restringir aprendizado a uma classe de hipdtesesH C XY

—

—_—

ERMK(S) € argminL¢(h)
heH
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O Caso Realizavel <

Vamos comecar analisando o caso realizavel >)

!
Diremos que estamos no caso relizavel, ou que H realiza D, se existir h* € H tal que

P(h*(x)=y) =1 onde (x,y) ~D
DDK%/D/“ L
L
3D~ (3¢ 59»() )

ﬁoc\iﬁ = 6;
RCY;) = a l«(,&() e
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O Caso Realizavel

Vamos comecar analisando o caso realizavel

Diremos que estamos no caso relizavel, ou que H realiza D, se existirh * € Htal que

P@X) =y)=1 onde(x,y) ~D
Al be |
Se, além de realizar D, a classe H for finita, entao ERM “funciona bem”. O

Teorema. No caso realizavel, se S ~ D™, entdo com probabijlidade pelo menos1 - §

1
10@4' logg
Ly (ERMyx(S)) <

LR:ERMgﬁkx;%UB

d 2h
L=fop) Y e ) B =

15.1



S o~ DM"J A € ongpim LsCh) M

| J)»cdf
s +g) < € dy
SAAQ e H o §
\PC/-SCK = )z

= PORCU=y > RO g0 3 Rota) =0 )
,L“ TYIP(O\C“ ) = (t- L‘D(M)w

L — \F(MHZ\ 1= Lolh)
= Sa Q\G'EH s Vﬁp—jru ‘P@\QA )>£ =) H(LS(’M—O)V



et Ly(N = IPCB\CX)%Q)
C’jq]'\'D

P(z L
TLL, ) =)
£° ‘h\: LD(M>93



PAC-Aprendizado

Uma classe de hipoteses H é Provavelmente Aproximadamente Correto (PAC) aprendivel se
existe um algoritmo A: (X X V)* — H talque

e Paratodoe, 0>0,
—

e Paratoda dlstrlbwga%obre‘){/xy realizada por H,

e Existe M(g,0) > Otal que

e Sem> M(g,6)eS ~ D"
f’?’

entao

P(Lp(A(S)) <e) >1-6

 —/
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Além do Realizavel: Aprendizado Agnostico

No caso nao realizavel, temos que

inf Lp(h') # 0 (e potencialmente grande)
W eH (A—

P(Rca#

Assim, é impossivel que para todo € > 0 consigamos h € H com Lp(h) < €.

17



Além do Realizavel: Aprendizado Agnostico

No caso nao realizavel, temos que

inf Lp(h ') # (0 (e potencialmente grande)
h eH

Assim, € impossivel que para todo € > 0 consigamosh € Hcom Ly(h) < e.
Solucao: considerar que conseguimos (PAC-)aprender se achamos h tal que

Lp(h) - inf Lyh ) <e
h' eH
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PAC-Aprendizado Agnostico

Uma classe de hipoteses H é Provavelmente Aproximadamente Correto (PAC) aprendivel
agnosticamente se existe um algoritmo A: (X X V)* — H talque

e Paratodoe, 0>0,

e Existe M(g,0) > Otal que

e Paratoda distribuicao D sobre X X Y reatizadaper/H,
e Sem> M(g,6)eS ~ D"

entao

P(Lp(A(S)) — inf Lp(h) <€) > 1 -6
heH
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Generalizacao via Convergéencia Uniforme

Queremos agora mostrar

H finito = H PAC Aprendivel Agnosticamente por ERM
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Generalizacao via Convergéencia Uniforme

Queremos agora mostrar
Hfinito = H PAC Aprendivel Agnosticamente por ERM

Para isso, vamos mostrar convergéncia uniforme em H:

Lpy(h) - Lg(h) < BLA paratodoh € H
OCn)
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Generalizacao via Convergéencia Uniforme

Queremos agora mostrar
Hfinito = H PAC Aprendivel Agnosticamente por ERM

Para isso, vamos mostrar convergéncia uniforme em H:

Lpy(h) - Lg(h) < BLA paratodoh € H

Isso € o suficiente para mostrar que ERM tem risco perto de inf,Ly(h)se |H| < oo

Lp(ERMg) = L(h *)

= Ly(ERM )= Eg(ERM) + L (ERMg)— Ly(h *)
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Generalizacao via Convergéencia Uniforme

Queremos agora mostrar
Hfinito = H PAC Aprendivel Agnosticamente por ERM

Para isso, vamos mostrar convergéncia uniforme em H:

Lpy(h) - Lg(h) < BLA paratodoh € H

Isso € o suficiente para mostrar que ERM tem risco perto de inf,Ly(h)se |H| < oo

< L(ERM) - L(ERM) + Lo(h * ) - Lpy(h *))
-\ J
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Generalizacao via Convergéencia Uniforme

Queremos agora mostrar
Hfinito = H PAC Aprendivel Agnosticamente por ERM

Para isso, vamos mostrar convergéncia uniforme em H:

Lpy(h) - Lg(h) < BLA paratodoh € H

Isso € o suficiente para mostrar que ERM tem risco perto de inf,Ly(h)se |H| < oo

< sup (Lp(h) ~ Lg(W) + Lg(h ") = Lph )

SR

@ &
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Concentracao: Desigualdade de Hoeffding

A chave da demonstracao é mostrar

P(Lp(h) - LS(h) > £)
N\

é pequeno. < L{‘Z 1,(0\&)*
P> =y [7 1)< 2 [EULC hod =)
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Concentracao: Desigualdade de Hoeffding

A chave da demonstracao é mostrar
P(Lp(h) — Lg(h) > €)

é pequeno.

Observacao chave:

1 m
Loy = — 2, 1lh(x;) # ;]
=1

e uma soma de variaveis aleatérias Z; independentes com E[Z;] = L(h)
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Concentracao: Desigualdade de Hoeffding

A chave da demonstracao é mostrar
P(Lp(h) — Lg(h) > €)

é pequeno.

Observacao chave:

m
1
Lg(h) = — D, 1[h(x)) # y;]
m:
i=1
e uma soma de variaveis aleatérias Z; independentes com E[Z;] = L(h)

Teorema. (Desigualdade de Hoeffding) Sejam X, ..., X variaveis aleatorias independentes

-1
comX; € [0, 1] com probabilidade 1, e defina X:= > X, Entdo

P()_( ~ E[X] > e) < exp( — 2me? P()_( - E[X] < - e) < exp( — 2m£2)
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Generalizacao de Uma Hipotese

Teorema. (Desigualdade de Hoeffding) Sejam X1, ..., X, variaveis aleatorias
independentes com X; € [0, 1] com probabilidade 1, e defina X := % 2?1:1 X;. Entao

P (X — E[X] > €) < exp(—2me”)
P (X — E[X] < —¢) < exp(—2me?)
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Generalizagao de Uma Hipotese

Teorema. (Desigualdade de Hoeffding) Sejam X, ..., X variaveis aleatorias independentes
-1

comX; € [0, 1] com probabilidade 1, e defina X := - Z;": »e Entao

P()_( - E[X] > e) < exp(— 2m£2)P ()_( - E[X] < - e) < exp( - 2m£2)

Xi = ﬂ[()\ﬁ)):asx

Corolario. Parah € Hfixo,S ~ DMee > 0

P(L o(h) = Ly(h) = e) < exp( - 2me%)P (LD(h) ~Ly(h) > s) < exp( - 2me?)

K= Ls (N R =L
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ERM Generaliza para H finito

Teorema. Seja .S ~ D™. Entdo, com probabilidade pelo menos 1 — 6

log |H| + log 2
LD(h)—MS\/ el S5 paratodo h € H

gem
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Discussao

e Vimos uma defninicao de aprendizado estatistico: PAC-Learning
= Nao € o unico modelo existente, mas o mais classico

= Uma definicao independente da distribuicao

e VVimos que minimizar a custo nos dados de treino funciona se |H| < oo
» |sso pode ser generalizado para classes infinitas (prox. aula)

= ERM nao é sempre a melhor coisa a fazer (um pouco disso em aulas futuras);

e Nosso foco foi estudar condicoes de H que o tornam PAC-aprendivel
= Nao vimos: algoritmos, regularizacao, selecao de modelos, etc...

= Veremos um pouco de algoritmos em online-to-batch
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