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Relembrando - Classificacao Binaria Online

Paracadarodadat =1,...,T"

e OAdversario escolheumz; € X
e 0 Jogador/Algoritmo escolhe uma predicdop; € Y = {0, 1}

e O Adversario escolhe e revela o rétulo real y; € {0,1}
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e O Adversario escolneumx; € X
e 0 Jogador/Algoritmo escolhe uma predicdop; € Y = {0, 1}

e O Adversario escolhe e revela o rétulo real y; € {0, 1}

Assim como no aprendizado estatistico, vamos comecar pelo caso realizavel:

Temos uma classe de hipéteses H C V¥ conhecida, e existe h* € H tal que

y = h*(z;) paratodot e [T]:={1,...,T}.

2.1
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Relembrando - Classificacao Binaria Online

Paracadarodadat =1,...,T":

e O Adversario escolneumx; € X
e 0 Jogador/Algoritmo escolhe uma predicdop; € Y = {0, 1}

e O Adversario escolhe e revela o rétulo real y; € {0,1}

Assim como no aprendizado estatistico, vamos comecar pelo caso realizavel:

Temos uma classe de hipéteses H C V¥ conhecida, e existe h* € H tal que

y = h*(z;) paratodot e [T]:={1,...,T}.

Importante: nao assumimos mais nada sobre o adversario

Pergunta Qual o numero maximo de erros que o algoritmo pode fazer?
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Relembrando - Algoritmos para H finito
Vi ={h€®H: h(z;) =y, paratodo s < t}

Narodadat € [T, O algoritmo CONSISTENTE

e Escolhe hy € V;
e Definep; = hy(xy)

Narodadat € [T, O algoritmo HALVING

e Escolhe p; € {0, 1} que maximiza o tamanho do conjunto

{h € Vi:h(zt) = ps}



Relembrando - Algoritmos para H finito
Vi:={h€H: h(z;) =ys paratodo s < t}

Narodadat € [T, O algoritmo CONSISTENTE

e Escolhe hy € V;
e Definep; = hy(xy)

Narodadat € [T, O algoritmo HALVING

e Escolhe p; € {0, 1} que maximiza o tamanho do conjunto

{h € Vi:h(zt) = ps}

Teorema. Para p; dado por CONSISTENTE e HALVING (resp.), temos

T

T
DA Ayl <IHI—1 e > 1[p # yi) < logy(|H])
t=1

t=1
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Relembrando - Arvores de estratégia

Uma arvore de estratégia (do adversario) € uma arvore binaria completa de altura 1" com
conjunto de vértices é v1,...,vV9r11_1 € X com v deraiz.

Arestas e Notacao:
e DESC(v;,0) := vy; (filho esquerdo de v)
e« DESC(v, 1) := vy;1 (filho direito de v)

As escolhas do adversario sao dadas pela arvore. Comecando pelaraizv = vy

e Adversario escolhe x; = v;
e Adversario espera py, e define y; = |1 — p¢|;
e Adversario atualiav = DESC(v, y;).




Relembrando - Dimensao de Littlestone

Uma arvore de estratégia com vértices (v, . . ., vor+1_1) € fragmentada por H se para todo
y € {0,1}1, definindoz; = vy e

zs1 = DESC(x;,y;) paratodot € [T — 1],

existe h € H tal que h(x;) = y; paratodot € [T].

Assim como em aprendizado estatistico, a ideia de fragmentacao nos leva a uma nocao de
dimensao de H

A dimenséo de Littlestone LDim () de 7 o maior T" € N tal que existe uma arvore de
estratégia de profundiade T' fragmentada por H

Lema. Nenhum algoritmo pro jogador contra um adversario realizado por H pode garantir
R N

6\
& O

menos que LDim(#H) erros.



Um Algoritmo Otimo para
Classificacao Binaria
Online



Standard Optimal Algorithm (SOA)

O algoritmo 6timo para classificacao binaria online é idéntico ao HALVING




Standard Optimal Algorithm (SOA)

O algoritmo 6timo para classificacao binaria online é idéntico ao HALVING

Narodadat € [T, o algoritmo SOA
e Escolhe p; € {0, 1} que maximiza-etamanhe-de-conjurte maximiza a dimensdo de

Littlestone de

{h € Vi:h(zy) = pi}
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Standard Optimal Algorithm (SOA)

O algoritmo 6timo para classificacao binaria online é idéntico ao HALVING

Narodadat € [T, o algoritmo SOA

e Escolhe p; € {0, 1} que maximiza-etamanhe-de-conjurte maximiza a dimensdo de

Littlestone de

{h € Vi:h(zy) = pi}

Teorema. Para p; dado por SOA,

T

) "1[p; # y] < LDim(#H)

t=1

7.2



Standard Optimal Algorithm (SOA)

O algoritmo 6timo para classificacao binaria online é idéntico ao HALVING

Narodadat € [T, o algoritmo SOA
e Escolhe p; € {0, 1} que maximiza-etamanhe-de-conjurte maximiza a dimensdo de

Littlestone de

{h € Vi:h(zy) = pi}

Teorema. Para p; dado por SOA,

T
> " 1[p; # yi] < LDim(H)

t=1

Corolario. No caso realizavel, existe um algoritmo que sofre no maximo um numero finito de
erros em classificagdo binaria online se e s6 se LDim(#) < oo
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Comparando LDim(H) com VC(#)

Teorema. Para qualquer H C X1%1} temos que

VC(H) < LDim(#H).
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Extra - Aprendizado Online e Privado

Private and Online Learnability Are Equivalent

HOGA ALON., Princeton University and Tel Aviv University
MARK BUN, Boston University

ROI LIV NI, Tel Aviv University

MARYANTHE MALLIARIS, University of Chicago
SHAY MORAN, Technion



Classificacao Binaria
Online Agnostica e
Predicao com Ajuda de
Experts



Predicao com Ajuda de Experts

Vamos estudar primeiro Predicao com Ajuda de Experts

O

N

® 9000
Player n Experts

Paracadarodadat =1,...,T:

%%
®
&

Adversary

e 0 Jogador/Algoritmo escolhe um expert i; € |d] para seguir
e O Adversario escolhe custos ¢; € [0, 1]¢ para os experts

e O Jogador/Algoritmo sofre o custo £, () A
) ‘N ﬁj’
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Predicao com Ajuda de Experts

Vamos estudar primeiro Predicao com Ajuda de Experts

Player n Experts
e-‘l A p\'{&a(ﬁry

Paracadarodadat =1,...,T:

%%
®
&

Adversary

e 0 Jogador/Algoritmo escolhe um expert i; € |d] para seguir
e O Adversario escolhe custos ¢; € [0, 1]¢ para os experts

O Jogador/Algoritmo sofre o custo £ (%)

Classificacado binaria com H finito € um caso especial
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Exemplo

Cummulative Loss
® il 1 {
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Medida de Desempenho: Regret

No pior caso, o jogador erra toda rodada.

Ou seja, numero de erros nao é informativo nesse caso.
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Medida de Desempenho: Regret

No pior caso, o jogador erra toda rodada.
Ou seja, numero de erros nao é informativo nesse caso.

Alternativa - Regret: comparar custo com o do melhor expert do jogo.

T
Regret(T) = Eft(it) —min > 4,()

i€ld] T
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Medida de Desempenho: Regret

No pior caso, o jogador erra toda rodada.

Ou seja, numero de erros nao é informativo nesse caso.

Alternativa - Regret: comparar custo com o do melhor expert do jogo.

Regret(T) = Z 0e(iy) — min Y £,(3)

i€ld] 1=

Objetivo: garantir regret sublinear no nljmecr)o'ée—r{;adas T: O-% . T

Regret(T)

> 0 do T — oo.
T quando 00
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Medida de Desempenho: Regret

No pior caso, o jogador erra toda rodada.
Ou seja, numero de erros nao é informativo nesse caso.

Alternativa - Regret: comparar custo com o do melhor expert do jogo.

T T
Regret(T) = Z £i(21) — %} Z £4(2)
t=1 v 11
Al
Objetivo: garantir regret sublinear no nimero de rodadas 1"
R t(T
eg12261 (T) >0 quando T — oo.

Ma noticia: ainda muito dificil!

Proposicao. (Impossibilidade de Cover) Para qualquer algoritmo, existem custos tais que

Regret(T) > T/2.
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Solucao: Aleatorizacao/Convexificacao
Solucao: aleatorizar a escolha do jogador

Equivalente a “convexificar” a escolha do jogador
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Solucao: Aleatorizacao/Convexificacao
Solucao: aleatorizar a escolha do jogador

Equivalente a “convexificar” a escolha do jogador

e O Jogador/Algoritmo escolhe uma distribuicdo p; € A4 sobre os experts, onde

d

Ay = {pE [0,1]¢ : Zpizl}

=1

e O Adversario escolhe custos £; € [0, 1]% para os experts

e 0 Jogador/Algoritmo sofre o custo esperado(¢] p K*G) . lf)*Ct) HQﬂ' (%ﬂ

9 \
J £ TO P pe) ¢ P

D"‘ﬁj < () py(d
Re I < L?)T
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Solucao: Aleatorizacao/Convexificacao
Solucao: aleatorizar a escolha do jogador

Equivalente a “convexificar” a escolha do jogador

e O Jogador/Algoritmo escolhe uma distribuicdo p; € A4 sobre os experts, onde

d

Ay = {pE 0,1]¢ : Zpizl}

=1

e O Adversario escolhe custos £; € [0, 1]% para os experts

e O Jogador/Algoritmo sofre o custo esperado E;rpt

Note que, na interpretacdo de aleatorizag¢ao da escolha do jogador, o adversario nao
tem acesso aos “bits aleatorios” do jogador antes de escolher os custos;
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Método dos Pesos Multiplicativos/Hedge



Método dos Pesos Multiplicativos/Hedge

MWU(T', n):
Definawi :=1
Parat=1,...,T:

e Jogador revela

d
w3 (i)

e

e Adversario revela os custos £; € [0, 1]d e Jogador sofre custo E;rpt

e Jogador atualiza os pesos p;11 paraa pr(')xim@ r?c)‘lada:
Al

wii1(2) 1= we(2) - expéa—nft(i)) para todo ¢ € [d]
— — _ /(L
(&2 iy <
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Método dos Pesos Multiplicativos/Hedge

MWU(T', n):
Definawi :=1
Parat=1,...,T:
e Jogador revela

w
Pt = ‘ SWAY
Jwell1

e Adversario revela os custos £; € [0, 1]d e Jogador sofre custo E;rpt

e Jogador atualiza os pesos p;.1 1 para a proxima rodada:

wiy1(7) := we(7) - exp(—nfe(i)) para todo i € [d]

Teorema. Paran > 0, o algoritmo MWU(T', ) comn = \/2 log d/T garante

Regret(T) < v2T Ind.
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Aplicacao: Classificacao com H finito
Podemos usar MWU para classicacao binaria online com A finito

Caso “aleatorizado/convexificado” onde a cada rodada t¢:

e 0 Jogador escolhe faz uma predicéo g; € [0, 1]

e O Adversariorevelay; € {O, 1} e o jogador sofre custo |3}t — yt|
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Aplicacao: Classificacao com H finito
Podemos usar MWU para classicacao binaria online com A finito

Caso “aleatorizado/convexificado” onde a cada rodada t¢:

e O Jogador escolhe faz uma predicéo g; € [0, 1]

e O Adversariorevelay; € {0, 1} e o jogador sofre custo |g)t — yt|

O regret para classificacdo binaria online com respeito a classe hipéteses H é

t=1

i ik
Regret(H,T) = Z Ut — yi| — hlél’flz |h(z¢) — yql
t=1
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Aplicacao: Classificacao com H finito
Podemos usar MWU para classicacao binaria online com A finito

Caso “aleatorizado/convexificado” onde a cada rodada t¢:

e 0 Jogador escolhe faz uma predicéo g; € [0, 1]

e O Adversariorevelay; € {0, 1} e o jogador sofre custo |@t — yt|

O regret para classificacdo binaria online com respeito a classe hipéteses H é

T T
Regret(H,T) = Z 9t — yt| — hlél’flz |h(z¢) — yil
t=1

t=1

Corolario. Se ‘H é finito, usando MWU o jogador pode garantir

Regret(H,T) < \/2T1n(|7-£|).
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